
[ J1)er eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes. 
Von 

H. Brandt in Aachen. 

Durch Probleme aus der Theorie der quat~rn~en quadratischen Formen 
bin ich sehon vor l~ingerer Zeit auf eine Verallgemeinemng des Gruppen- 
begriffes gefiikrt wordenl), die auch auf anderen Gebieten yon Bedeutung 
sein d i i r f t e -  erscheint sie doch iiberhaupt als eine naturgem~0e und so- 
gar notwendige Erg~nzung zur gewShnlichen Gmppentheorie --,  weshalb 
ich mir erlaube, diese Begriffsbildungen im folgenden zu entwickeln. Da- 
bei wird yon den Untersuchungen aus der Zahlentheorie der quadratischen 
Formen, die dazu die Veranlassung gaben, nichts gebraucht werden, son- 
dern alles au/ einfache Postulate gegriindet. 

Es sei also eine endliehe e) Menge yon Elementen A, B,  C . . .  und 
zwischen ihnen ein Verkni~p/ungsgesetz (Komposition, MultipliI~ation) ge- 
geben, das, auf gewisse geordnete Paare yon Elementen A, B angewandt, 
ein drittes Element C liefert, auf gewisse andere geordnete Paare yon Ele- 
menten A, B dagegen nicht angewandt werden kann. Im ersten Fall heiBt 
A mit B t~omponierbar, und C heist das aus A und B komponierte Ele- 
ment oder auch das Produkt aus A und B und wird dutch C ~ - A B  be- 
zeichnet. Im zweiten Falle heil~t A nicht mit B komponierbar und ein 
komponiertes Element oder ein Produkt A B existiert nicht. (Hier w~ire 
die Einfiihrung eines neuen Elementes Null als Symbol iiir bisher nicht 
e~i.~tierende Produkte mSglich, aber im aUgemeinen doch yon geringem 
Vorteil, weshalb wit davon absehen.) 

1) Vgl. hierzu ,Der Kompositionsbegriff bei den quatem~ren quadratischen 
Formen ", Math. Ann. 91 (1924), S. 313, sowie einen Vortrag auf tier Tagung der 
Schweizer Natufforschenden Gesellschaft am 2. Oktober 1924, Verhandlungen dcr 
8chweizerisehen Natufforschenden GeseUschaft 1924, IL Tefl, S. 102 oder L'Enseigne- 
ment math~matique 24 (1925), S. 130. 

~) Die meisten S~tze gelten aueh fiir abz~hlbar uhendlieh viele ~Elemente. 
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Eine solche Menge miteinander verkniipfter Elemente sell Gruppoid 
heiften, wenn die folgenden vicr Postulate effiillt sind. 

I. Wenn zwischen drei Elementer~ .4, B ,  C eine Beziehung .4 B - ~  C 
besteht, so ist ]edes der drei Elemente A, B,  C dutch die befder~ andern 
eindeutig bestimmt. 

II.  Wenn A B und B C existiert, so existiert auch ( A B) C und A ( B C) , 
wenn A B und ( A B ) C existiert, so existiert auch B C und A ( B C), wenn 
B O und A ( B C )  existiert, so existiert a u v h A B  und ( A B ) C ,  und jedes. 
real ist ( A B )  C = A  ( B C), so daft da/i~r auch A B  C 9eschrieben werden 
kann. 

Aus diesen Assoziationsgesetzen schliel~t man leicht, dab bei Produk. 
ten aus beliebig vielen Elementen sowohl Existenz wic Weft allein dutch 

o 
die Reihenfolge der Elemente bestimmt sind, so dal] keine Klammern ge- 
setzt zu werden brauchen. 

I I I . .F i i r  irgendein Element A existieren stets die ]olgenden eindeutig 
bestimmten Elemente, die Rechtseinheit E, die Linkseinheit E" und das 
inverse Element .A, derart, daft die Beziehungen bestehen: A E ~ A ,  
E ' A =  A,  . ~ A =  E. 

Wegen II  kommen dazu noch die weiteren A A = E ' ,  E A-~ ~ ,  
. ~ E ' ~  .A sowic E E =  E und E ' E ' - - E ' .  Demnach ist A das inverse 
Element yon .~, so dal~ man auch yon zwei zueinander inversen Elementen 
sprechen kann, und Rechtseinheit und Linkseinheit vertauschen sich beim 
Ubergang zum inversen Element. 

Die Gleiehung E E ~ E ist offenbar fiir die Eiaheiten charak~ristisch. 
In Verbindung mit I I  und I zeigt sic, dab jede Einheit E Rechtseiaheit 
ist fiir alle Elemente A, fiir die A E, and Linkseirth~it fiir alie Elemente B,  
Iiir die E B existiert. 

Die Anzahl r der versehiedenen Einheiten des Grappoids wird als 
Rang bezeictmet. Grnppoide veto Rang 1 sind offenbar Grappen. 

Die Einheiten gestatten die Bedingungen der Komponierbarkeit sehr 
einfaeh zu Iormulieren: 

Zwei Elemente A,  B sind in dieser Reihen/olge dann uud nut  dann 
komponierbar, wenn die Re~hZseinheit yon A mit der Linkseinheit yon B 
identisch ist. 

Die Existenz des inversen Elementes ergibt- Wenn flit drei Elemente 
A, B,  C eine GIeichung A B -~ C besteht, so gilt gleichzeitig ,~ C = B, 
0 ~  ~ A, ~ A = C, (~A ~ B ,  B (~ ~ A .  Demnach darf das inverse 
Element .~ auch dutch A -1 bezeichnet werden, trod die ProdakCe A A  -a 
oder A - ~ A  sind nat  da zu beriicksichtigen, we sic I~dr sich allein stehen, 
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