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B e m e r k u n g e n  iibei" d i e  E r w e i t e r u n g  y o n  H o m o t o p i e n  

Von 

DIETEB PuPrE 

Wit geben Ch~rakter is ierungen fiir die (absolute) Homotopieerwei terungseigen-  
sehaft ( ~  H E P  ~ h o m o t o p y  extension proper ty ,  s. Abschni t t  3, Satz 1) und  die 
sehw~ehe Homotopieerwei te rungse igenscbaf t  (== W H E P  -= we~k H E P ,  Abse lmi t t  7, 
Satz 3) eines R a u m p a a r e s  (X, A), die zum Tell - -  abe t  t rotz  ihrer Einfaehhei t  ansehei- 
nend aueh nu t  zum Tell - -  bekann t  sind. Aus diesen Clmrakter is ierungen folgt, dab  
sieh die H E P  yon  (X, A) und  (Y ,  B) auf  (X • Y, (X • B) U (A • Y)) i iber t rggt  
(Absehnitt 4, Satz  2) und dab  (tie W H E P  eine Inva r i an t e  des H o m o t o p i e t y p s  von 
(X, A) rel. A ist (Abschni t t  7, Korol lar  I). Die W H E P  fibertr/~gt sich dagegen n icht  
auf l~rodukte (Absehnit t  8), und  die H E P  ist keine l nva r i an t e  des re la t iven 1-Iomo- 
topietyps (Abschnit t  5). 

Ieh danke t t e r rn  R. BI~OWN (Hull,  England)  ffir OesprSehe, dureh die diese Note  
angeregt und beeinfluBt wurde.  

1. Definition 1. Das  P~ar  (X, A) von (topologisehen) Ri~umen (A Te i l raum yon  X) 
t~at die H E P ,  wenn gilt:  Zu j edem R a u m  Y und jedem P a a r  yon {s~etigen) Ab- 
hildungcn 

[ : X - + Y ,  q ~ : A •  

~i t  ~v(a, O) -~ ](a) ffir alle a e A g ib t  es eine Abbi ldung q5 : X • I -~  Y mi t  

(x, 0) = [ (x) ffir alie x e X ,  

q) (a, t) ----- q) (a, t) f/Jr alle (a, t) s A • I .  

I)araus folgt unmi t te lbar ,  dab  es eine Re t r ak t ion  

r : X •  -+ ( X •  k J ( A •  c X •  

giht. I s t  A abgesehlossen in X,  so folgt umgekeh r t  l t E P  aus der  Exis tenz  yon rl). 

t g  
. ) usatz bei der Korrektur (6.11.1966): D~s gilt auch, wenn A nicht abgeschlossen ist, er- 
t~rdert dann abe," zusi~tzliche ~berlegungen. Allgemein stimmt die Topologie yon (X • 0) kJ ~ (A • I) als Teilraum yon X • I nicht mit der IdenVifizierungstopologie iiberein, die mart 

rch Verlleften yon X X 9 "and A • I erhiilt. Man kann aber zeigen, dab aus dcr Existenz tier 
lger~ Abbildun, r die Ubereinstimmun- fol,t Aueh ~n einigen weiteren Stellen dieser Arbeit 

k ~ -  die Voraussetzung, dab A abgesehlossen ist, vermieden werden (z. B. m Sutz 3 m*d semen 
"~rOllaren 1 und 2). Die S~itze 1 und 2 sowie das Korollar 3 zu S~tz 3 werden ohnc sic aber fMsch. 
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I s t  X Hausdorffsch und existiert r, so ist A immer abgesehlossen, denn A = {x I r (x, 1) 
= (x, 1)}. Wir  bet rachten yon  jetzt  an nu t  Raumpaare  (X, A), bei denen A in 3~ 
abgeschlossen ist, machen aber sonst  keine Voraussetzungen;  z. B. b raucht  X nieht 
Hausdorffsch zu sein. 

2. Definition 2. (X, A) ha t  die Eigensehaft  W N D R  (weak neighborhood deformatio~ 
retract),  wenn es eine Abbildung ~0 : X • I --> X und eine (stetige) Funk t ion  v :X--->I 
gibt, so dab 

zv(x, 0 )==x  ftir x ~ X ,  

y~(x, 1) e A ffir v ( x ) < l ,  
(*) 

~v (a, t) ----- a fiir (a, t) e A • I ,  

v(A) ----- 0.  

] 3 e m e r k u n g .  W N D R  ist mit  folgender scheinbar schw/icheren Bedingung itqui" 
valent :  Es gibt  V c X, eine Abbi ldung ~01 : V • I --> X und eine Funk t ion  vl : X - + I ,  
so dab die zu (*) anaIogen Formeln und  

v l ( X  - -  V) = I 

crffillt sind. 

B e w e i s .  Man kann  annehmen,  dab V abgeschlossen ist (notfalls ersetze man  es 
dureh v~ 1 [0, �89 und  vl(x) dutch  Min (2vl(x), 1)). Sei v2(x) = Min (2 --  2vl(x),  1), 

Dann  definiert 
~ o l  (x, t .  v 2 ( x ) ) ,  x ~ V ,  

~o (x, t) l z ,  vl(x) = 1, 

eine Abbi ldung 7' : X • I ---> X ,  die zusammen mit  v(x) = Min(2v l (x ) ,  1) die For" 

meln (*) erfiillt. 

3. Satz 1. Fiir ein Raumpaar  (X,  A)  ( A  abgeschlossen in X )  sind /olgende Aussage ~t 

iiffuivalent." 

(a) (X,  A)  hat die H E P .  

(b) (X, A)  hat die Eigenseha]t W N D R ,  und es gibt eine (stetige) Funkt ion w : X ~ 1 

mit A = w -1(0). 

(e) Es gibt eine Funkt ion  u : X -+ [0, ~ [  und eine Abbildung 

{(x,t)  l O < ~ t < - - M i n ( u ( x ) , l )  } ~-~ X ,  X •  

80 d @  
u ( A )  = O, 

(x, O) = x tier alle x ~ X ,  

~(x,u(x))eA /iir u(x) <= 1. 

B e m e r k u n g e n .  Is t  X normal,  so existiert w in (b) genau dann, wenn A ein Gt 
ist (Durchschnit t  yon  abz'~hlbar vielen offenen Mengen). I n  dieser FormulierU r$ 
wurde die Aquivalenz (a) ~ (b) ffir normales X yon DowKmt in [3], 3.1 und  sp/s / 
anscheinend in Unkcnntn i s  dieser Arbeit  - -  yon Yous~G in [4] bewiesen. 


