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Bemerkungen iiber die Erweiterung von Homotopien

Von

DiETER PUPrn

Wir geben Charakterisierungen fiir die (absolute) Homotopieerweiterungseigen-
Schaft, (= HEP — homotopy cxtension property, s. Abschnitt 3, Satz 1) und die
y hwache Homotopieerweiterungseigenschaft (= WHED = weak HEP, Abschnitt 7,
Patz 3) eines Raumpaares (X, 4), die zum Teil — aber trotz ihrer Einfachheit anschei-
e0d auch nyur zum Teil ~— bekannt sind. Aus diesen Charakterisierungen folgt, dafl
“ich die HEP von (X, 4) und (Y, B) auf (X x ¥, (X X B) U (4 X Y)) ibortrigt
(Absehnitt 4, Satz 2) und daf} dic WHEP eine Invariante des Homotopietyps von
4 A)rel. 4 ist (Abschnitt 7, Korollar 1). Die WHEP tibertrigt sich dagegen nicht
:uf.PrOdukte (Abschnitt 8), und die HEP ist keine Invariante des relativen Homo-
OPletyps (Abschnitt 5).

leh danke Herrn R. Brown (Hull, England) fiir Gespréche, durch dic diese Note
“Pgeregt, und heeinfluft wurde.
} L Definition 1. Das Paar (X, 4) von (topologischen) Raumen {A Yeilraum von X)
l;f% die HEP, wenn gilt: Zu jedem Raum Y und jedem Paar von (stetigen) Ab-
dungen

[ X=>7Y, ¢:4 xI—~Y

it ?(a, 0) = f(a) fiir alle a € A gibt es eine Abbildung @:XxI—-Y mit

D (2, 0) = f () fiir alle x€ X,

D (a,t) = q@la.t) fiir alle (a,t)ed x 1.

Daraus folgt unmittelbar, daB es eine Retraktion
rXxI > (Xx0u@dxl) ¢ XXI

8ibt, 15t 4 abgeschlossen in X, so folgt umgekehrt HEP aus der Existenz von ri).
—

———

f\)rld) Zusaty bei der Korrektur (6.11.1966): Das gilt auch, wenn A nicht abgeschlossex} ist, er-
N (2* t dann aber zusitaliche Uberlegungen. Allgemein stimmt die Topologie von (X x0) v
duy X I} als Teilraum von X % I nicht mit der Idenmﬁz.lerupgstopologle uber_e‘m., die man
Obifh erheften von X % © und A % I erhilt. Man kann aber zeigen, daB} aus der .‘L‘XISLCHZ d(?r
kaé"en ;”ibbildung r die Ubereinstimmung folgt. Auch an einigen weiteren 'Stellen dieser Al:bmt
Ko n eVomussetzung, daB 4 abgeschlossen ist, vermieden werden (z. B. in Satz'3 und geinen

*ollaren 1 ynq 2). Die Siitze 1 und 2 sowie das Korollar 3 zu Satz 3 werden ohne sic aber falsch.
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Ist X Hausdorffsch und existiertr, so ist 4 immer abgeschlossen, denn 4 = {x|r(x,1) =
= (z, 1)}. Wir betrachten von jetzt an nur Raumpaare (X, 4), bei denen 4 in
abgeschlossen ist, machen aber sonst keine Voraussetzungen; z. B. braucht X nicht
Hausdorffsch zu sein.

2. Definition 2. (X, A) hat die Eigenschaft WNDR (weak neighborhood deformation
retract), wenn es eine Abbildung % : X X I — X und eine (stetige) Funktion v : X1
gibt, so dafl

p,0) =2 fir zeX,
. plx, 1) e 4 fir w(x) <1,
(*) pla,t) =a fir (a,f)ed x I,
v(4) =0.

Bemerkung. WNDR ist mit folgender scheinbar schwicheren Bedingung dqui-
valent: Es gibt V ¢ X, eine Abbildung y;: V' X I — X und eine Funktion v : X — 1
so daB die zu (*) analogen Formeln und

V1 (X - V) ES 1
erfiillt sind.
Boweis. Man kann annehmen, dall V abgeschlossen ist (notfalls ersetze man €

durch 2! [0, 3] und vy () durch Min (21 (), 1)). Sei vz2(x) = Min (2 — 20y (), 1)
Dann definiert .

e

vi{x)=1,

eine Abbildung %: X X I — X, die zusammen mit »(2) = Min (2w, (2), 1) die Fo
meln (*) erfllt.

3. Satz 1. Fiir ein Raumpaar (X, A) (A abgeschlossen in X ) sind folgende Aussage®
dquivalent:
(a) (X, A) hat die HEP.
(b) (X, A) kat die Eigenschaft WNDR, und es gibl eine (stetige} Funktion w: X .y
mit A = w1(0).
(¢) Es gibt eine Funktion u: X — [0, cof und eine Abbildung

XxI o {xH]0=t=Min(u@),1)} > X,
so dafi
u(d) =20,
px,0) == firalle xeX,
gl u@)ed fir u@) =1
Bemerkungen. Ist X normal, so existiert w in (b) genau dann, wenn A ein o
ist (Durchschnitt von abzéhlbar vielen offenen Mengen). In dieser Formulierun

wurde die Aquivalenz (a) < (b) fiir normales X von DowxkzR in [3], 3.1 und spater ~
anscheinend in Unkenntnis dieser Arbeit — von YouNa in [4] bewiesen.



